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Sdqulegt yfirlit/Ymsar nafngiftir
I tolfraediliterar (econometriu o.s.frv) gjarnan talad um
.structural-break" eda ,,change-point detection".
I staerdfraedi (likindafraedi, e.t.v. decision-teoriu) stundum
talad um ,,optimal-stopping". (ath. engin gdgn, sbr. ameriskar
optionir, sectetary-vandamal.)
[ verkfraedi er talad um ,optimal-control",
.statistical-process-control", ,quality-control".
I heilbrigdisvisindum er talad um ,monitoring".
Ljost ad margar tolfraedigreinar snertast. Sumir tala um
,surveillance" (Voktun) og ,sequential analysis".



a) Finna punktinn retréspektivt. P.e. ad skoda sdguna og alykta
um hvernar eitthvad gerdist.

Petta hefur oft mikid ad gera med timann.

e Most, if not all, economic analysis involve time series data

(The distinction often made between time series and
cross-section data does not invalidate this statement, since
cross-section data are in fact observations on time series
variables pertaining to individual units in a cross section.
Overlooking the time series nature of cross-section data can at
times lead to serious errors in analysing data.)

(Zellner, 1971, bls. 186)

b) On-line eftirlit,gera vidvart eins fljétt og audid er, meta
parametra fyrir og eftir. P.e. kveikja & advorunarljési og tilkynna ad
na hafi eitthvad gerst. Statistical(stochastic)-process-control.
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Nokkur tilfelli af séqulegri greiningu

. Brotpunktur pekktur, p.e., x* pekkt i

Bixi+¢e; xp < x* (a)
Yi= { Boxi +ei x> x* (b)
Sama nema x* 6pekkt.
Blanda af populationum, p.e. stundum gildir (a), stundum (b).
Obekktir brotpunktar en 31 breytist haegt i /5.

Engin fost gildi & 81 og B>. Parametrar hreyfast eftir random
ferli.

I mérgum hagnytingum er x* timapunktur, p.e. 4 akvednum
timapunkt er brot i r60, t.d. efnahagshrun.



Margir pekkja CUSUM

t
E g, t=...,n,
i=1

og CUSUMSQ

t
Zé,?, t=...,n,
i=1
bar sem £ eru annad hvort rekarsivir residaalar (spaskekkjur) eda
OLS residtalar. ATH! OLS residaalar eru fall af &llu tiambilinu.

Rekarsivir residaalar eru 6hadir (bara fall af fortidinni) og pvi
CUSUM af peim lik random-walk.



FEinfalt demi (2-phasedeemi)
Byggt & Broemeling & Tsurumi (1987).

xiB1+ei i=1,....m
Yi = -
xiBy+ei i=m+1,...,n

p.e. discrete timi, & 6pekktum timapunkti m breytist samband y;
vi0 skyristaerdirnar. Hér er einfaldasta hugsanlega linulega likan og
gert rad fyrir ad e; séu 6hadar normal.



Vil meta By, B,,0% = V(e;) og m. Likelihood-falli3,
L(B1. 85,02, m|gogn) er:

L(lg171627 027 m‘gogn) X
1 m n
0" exp <—F(Z(M’ = xiB1)’+ D (vi- Xiﬂ2)2)>
i—1 i=m+1

Hér ma beita MLE (met 3;, B35, 0 og m). En hvad ef nota &
bayesiskar adferdir hvada prior er pa audveldur?



Holbert (1982) og Broemeling & Tsurumi (1987) stinga upp a ad
nota ,,non-informative prior"fyrir regression-partinn.

(81, 85) x constant ,
(1) x 1/7, r=1/0%, 7>0,
w(m) o 1/(n—3), 2<m<n-2.

Pannig geta peir fengid formalur fyrir a posteriori dreifingu
parametranna. A posteriori dreifingin fyrir m er ekkert mjog flokin
en a posteriori dreifingin fyrir 31 og 3, eru fléknar mixtures af
t-dreifingum og a posteriori dreifingin fyrir 7 er flékin mixture af
gamma-dreifingum.

Broemeling & Tsurumi (1987) leidir Gt margvidar Gtgafur.



Petta verdur miklu reiknifrekara ef gera a rad fyrir mérgum
brotpunktum, m = (my, ..., my).

Barry & Hartigan (1993) stinga upp a nalgun & posterior
dreifingu fyrir m pegar gert er rad fyrir ad y; hafi fést medaltdl
#; a milli brotpunktanna m;.

Nalgunin byggir & hermunum & product partition dreifingu og
notast er vid block prior péttifall.

Petta gerir ad verkum ad posterior dreifingin fyrir medaltolin
eru ekki fost.
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Brot i tima 100. Hermun i R og mat & brotpunkti med changepoint.



data.set(x)

Brot i tima 100. Hermun i R og mat & brotpunkti med changepoint.
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BIC and Residual Sum of Squares
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Recursive CUSUM test
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OLS-based CUSUM test

Empirical fluctuation process
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Bilainnflutningur
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Posterior Means and Probabilities of a Change
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On-line mat, hefur eitthvad gerst?

Surveillance

Optimal stopping

Statistcal process control (SPC)

Page (1954), Page (1955) og Page (1957) er sagt fra nokkrum
hugokum eins og ARL (Average-Run-Length).

Ymsar optimality nidurstédur hafa verid sannadar.
Discrete/samfelldur timi, o.s.frv.



Timatengd likon
Timi discrete | Timi samfelldur
Astand samfellt | ARMA, VAR Black-Scholes

Astand discrete Ymislegt Duration models

e Input stable (t.d. normal) + linulegt likan = output stable

e Ef ég vil fa skew output ar likani verd ég annad hvort ad velja
6linulegt likan eda non-normal skew stable dreifingu.



Um likon fyrir samfelldan tima

Gerir rad fyrir ad ferli, Y'(t), sé skilgreint i 6llum timapunktum
en bara mzlt i strjalum timapuntkum, t;, to,.... Vid viljum
alykta um edli ferlisins Y(t).

T.d. haegt ad gera rad fyrir einhvers konar ARMA straktar:
YO () +ar YP () + - 4 apY(t) =
d(WO 4 gw® 4 Bq W),
Hef samid R-pakka, ctarma, sem metur continous-time ARMA.

Nota normal-likelihood sem lika dugar fyrir stable input.
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Skrifum slembnadiffurjéfnu (SDE)

dX(t) = p(X(t),t,0)dt + o(X(t),t,0)dW(t)

drift diffusion term

Pessi rithattur pydir

t

X(t) = X(to) + /tu(X(s),s,B)ds —I—/ o(X(s),s,0)dW(s)

to to

Ito-integral

Follin u og o akvarda eiginleika lausnarferlanna X(t)
Hér |zt ég follin vera parametrisk med parameter 6 sem vektor
af télum (parametrum)

Tolfredilegur vandi snyst um ad alykta um p og o (gegnum
0) at fra maelingum a X(t).



Nokkrar einfaldar SD

OU  dX(t) = k(a — X(t))dt + cdW/(t)
Ornstein-Uhlenbeck/Vasicek
CIR  dX(t) = k(a — X(t))dt + o/ X(t)dW(t

Cox-Ingersoll-Ross/square-root process
CKLS dX(t) = x(a — X(t))dt + o X(t)’dW(t)

Chan, Karolyi, Longstaff & Sanders (1992)=CKLS. Tilfellin p = 0,
p=1/20g p=11iCKLS eru analytiskt pagileg.
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Jafnvegis (time-invariant) dreifing
Time-homogen tilfelli,
p(x, t,0) = pu(x,0) og o(x,t,0) = o(x, ) follin ekki had tima
o Ef X(t) er einvitt pa er audvelt ad finna jafnvaegisdreifingu ef
han er til, f, péttifall jafnvaegisdreifingar er:

f(x) x ! 5 exp(/x 2u(s) ds)

a(x) o 0(s)?

Fyrir CKLS, 0 = (k,«, 0,p) pa er
f(x) normal ef p =0

f(x) er gamma ef p = 1/2

f(x) er inverse-gamma (1/X er gamma) ef p =1
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e Ef p=1paer

_2y 2
F(x) o & if exp(—5-)
B

e Fyrir stér x er B hlutinn nalagt 1 og hegdun dreifingar raedst
bvi af A.
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Fyrir stér x er B hlutinn nalaegt 1 og hegdun dreifingar raedst
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Dreifingin hefur pvi einskonar Pareto-tail/heavy-tail, p.e.
ofgakennd gildi moguleg
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Ef p=1paer

_2 2
() o f exp(—5-)
B

Fyrir stér x er B hlutinn nalaegt 1 og hegdun dreifingar raedst
bvi af A.

Dreifingin hefur pvi einskonar Pareto-tail/heavy-tail, p.e.
ofgakennd gildi moguleg

Ef byrjunargildi er stért og x lagt pa verdur adlégun hag ad «.

Einungis endanleg morg mément eru til. T.d. parf 2x/02 > 1
til ad £(X?) sé endanlegt.
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Tolulegur utretkningur sennileikafalls

e Hvad vitum vid um péttifallid f(x|xp, A)?,
x =x(t+ A), xo = x(t)

e Par sem X(t) er diffusion vitum vid ad f(x|xg, A) leysir
(Kolmogorov-forward-jéfnu)

O (x0, A) | 9 (1, 0)f (o, A)

0A Ox

102 (0(x, 0)f (x|x0, A))
2 Ox?

e Geri er rad fyrir ad o = 1 og I(x|xp, A) = log(f(x|xp, A)) og

set e/(xIx.2) inn fyrir f(x|x, A) i j6fnu Kolmogorovs:
dl(x|xo0, A) , Ol(x|x0, A)

—an  THE)Fp)—p5 —

1 [0l(x|x0, A) 2_ 182/(X|X0,A)

2 Ox 2 Ox?

=0

(1)

=0



Skrifa Taylor atvikkun af /(x|xo, A) i A um A = 0:

1 _ 2
—>log(2mA) - % + co(x]x0) + c1(x]x0) A
A2 A3
+c2(x\x0)7 + C3(X|Xo)? + -

og set inn 7 jofnu (1). Safna saman lidum vid 1/A, A°, Al o.s.frv.

C(x- Xo)(u(>2 — ¢p(x%0)) 2)
B %CO(X\XO)/(X)Z + p(x) + p(x)cg(x]x) (3)
c(x|x0)

5 T alxxo) +(x— x0)c1(x|x0)



naestu lidir

+ A1) — lxl0)e (xbo) — f (x}x0)
2e2(xb0) + (x — x0)c(x(x0))

+ 1—12A2(—6c{(x|x0)2 +6 (u(x) — cp(x]x0)) c5(x|x0)
—3¢5 (x]x0) 4 6¢3(x[x0) + 2(x — x0)c5(x|x0))



Heér faest kerfi af diffurjéfnum

co(x|x0) = /X w(u)du

20100 + 1<) + ealido) + (x — x0)e] (xl0) = 0
— ¢ (x|x0) + 2ca(x|x0) + (x — x0)c5(x]x0) = 0

3
— Ecé’(x\xo) — 3¢ (x]x0)? + 3c3(x|x0) + (x — x0)c5(x]x0) = 0

—2¢5 (x|x0) — 12¢1 (x)cp(x)+
dea(x|x0) + (x — x0)ca(x]x0) = 0
5
— ECZ(X‘XQ) — 20} (x|x0)ch(x|x0) — 15¢h(x|x0)>+

5¢5(x|x0) + (x — x0)cs(x]x0) =0



Finn ¢; follin med pvi ad leysa:

Follin gj eru akvoroud af o, ..., ¢i—1.

Nalga logaritma péttifallsins, /(x|xp, A) med pvi ad taka K lidi i
Taylor-atvikkun, px(x|xo, A)

Met 6 og fa 0y med bvi ad hamarka
mgxiz_; pr (Xi|xi—1, A7)

Einnig haegt ad fa bayesiskt mat og fleiri ,likelihood"-hagnytingar.
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Likt og structural-break/regime-shift/change-point-analysis,
optimal stopping.

Petta minnir svolitid & kenningapréfanir, p.e. tvo likdn borin
saman. [ hvoru er ég nana?

Ferli er fylgt eftir og sidan gefin at tilkynning pegar eitthvad er
talid hafa farid arskeidis

Ymis ramfraedileg t6l EWMA vel pekkt
Likelihood adferdir hafa ymsa optimality eiginleika
Likelihood fyrir samfelldan tima erfid

Hugmynd hér ad atfaera nalganir a likelihood-fallinu sem
ahattustjornunartaeki i CKLS (og hugsanlega fleiri likon).

dX(t) = k(o — X(t))dt + o X(t)? dW(t).
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Surveillance hugtok byggd d likelihood-process

e Likelihood-ratio process, samanburdur & tveim
likindadreifingum (likénum, likindamalum), er erfidur i
samfelldum tima.

e Fyrir Brownian-motion par sem drift fer ar 0 i r vid tima 0 er:
X(t) = rlo,o0f(t) + o W(t)
2
r
log(L(t)) = —5X(t) -

o Eftirlitsprocessar CUSUM, (7y(t)) og SR (Shiryaev-Roberts),
(4(2)):

log(v(t)) = Iog(max ((3)

_)
L(r
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e [ pessu tilfelli verda eftirlitsprocessarnir CUSUM:

L(t)

log((t)) = log(max m)

og SR process sem fylgir:

dy(t) = dt + U—rzw(t) dX(t).



e [ pessu tilfelli verda eftirlitsprocessarnir CUSUM:

L(t)

log((t)) = log(max m)

og SR process sem fylgir:
dy(t) = dt + U—rzw(t) dX(t).

e Yfirleitt eru CUSUM og SR had &llum X(t) ferlinum.



Q>



e | praxis verdur ad nalga CUSUM og SR med numeriskum haetti

log(~(t)) =

log(f1(x(t1), ..., x(tk))) — Ogn;igtk(log(ﬁ)(x(tl), —.,x(7))))
k

SORPI =y IR
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e | praxis verdur ad nalga CUSUM og SR med numeriskum haetti

k
o180 = X By S )

o Réttara er ad kalla petta mat frekar en nalgun. 4(t) og (t)
e Sidan er kveikt & advorunarljési & tima 74 ef :

Ta = inf{t > 0;y(t) > d} eda
Ta = inf{t > 0;9¢(t) > d*}.
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e d og d* eru akvedin eftir svipudum prinsipum og kritisk gildi i
tolfredipréfum. P.e. akvedid er hvad eigi ad lida langt & milli
rangra advarana og medal bidtimi i haettu astandi lagmarkadur.



e d og d* eru akvedin eftir svipudum prinsipum og kritisk gildi i
tolfredipréfum. P.e. akvedid er hvad eigi ad lida langt & milli
rangra advarana og medal bidtimi i haettu astandi lagmarkadur.

e Upplagt ad fylgjast med vaxtapréun (skuldabréfaalagi??).
Valdi vidmidunarlikan med géda hegdun, My og sidan My likan
med alvoru ,heavy-tail’ og sidan M, breytingu &
adlégunarhrada

My:60=(k=0.1,aa=0.05,0 =0.1,p = 0.75)
borid vid breytingu & p
M;:0=(k=0.1a=0.050=0.1p=15)
borid vid breytingu 4 k

My : 6 = (k =0.05a=0.05,0 =0.1,p = 0.75)
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CUSUM og SR pegar eftirlit er med My moguleikanum og
ekkert gerist.
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CUSUM og SR pegar eftirlit er med My maoguletkanum og
ekkert gerist.

(v(t))
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log(w(t))

SR fyrir breytingu 7 likan My vid tima 0.
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CUSUM fyrir breytingu @ likan My vid tima 0.
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Mynd 1: Effects of sampling density on log(y(t)). 16 replications of true
model M; against My for A =1/2 and A =1/10.



SR fyrir breytingu ¢ likan My vid tima 0
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Mynd 2: Effects of sampling frequency on log(SR)=log(v(t)) for a shift
from model My to M, at t = 0.
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e Haegt ad framkvama svona likelihood nalgun & fléknari
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o.s.frv.
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[ surveillance parf ad huga ad reiknihrada. Ad reikna SR at
med minni adferd er mjog seinlegt.



Lokaoro

Haegt ad framkvaema svona likelihood nalgun & fléknari
likbnum, med meiri dynamiskan straktir, mérgum viddum,
o.s.frv.

Hagnytingar i estimation, ML/Bayes,
decision-teoriu/surveillance o.s.frv.

Pad er vandsamt ad lata sér detta i hug vitraent dlinulegt likan
i moérgum viddum

[ surveillance parf ad huga ad reiknihrada. Ad reikna SR at
med minni adferd er mjog seinlegt.

R-forrit, bep, changepoint, spc, strucchange + eigin forrit.
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